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The observations of the Lithium abundance and the isotope ratio Li®/Li’ in stars are briefly
reviewed and some simple conclusions are drawn. It is emphasized that — in addition to the mecha-
nism proposed by BobenuemMER — a slow (timescale = 10° years) mixing process in main sequence
F and G stars is necessary to account for the observations.

The present state of the theory of convective overshooting is reviewed in this context. Two new
models of the outer solar convection zone are presented. The temperature at their lower boundaries
are 2.04 x 108 °K and 2.27 x 10® °K, showing that only a rather small convective overshoot may be
sufficient for mixing the matter in the convection zone with the layers, in which Li? is burnt.

Our models differ from earlier ones, because (when calculating the mean stratification) we take
into account the condition that the mixing length can nowhere be larger than the distance from
the nearest boundary of the convection zone. It is shown that this approach also leads to a slight
change of the numerical factors in the formulae usually used.

Im Bereich der Hauptsequenzsterne der Spektral-
typen F und G streuen die Lithiumhaufigkeiten bei
spektroskopisch sonst vollig gleichartigen Objekten
(d. h. Sternen gleichen Spektraltyps und gleicher
Leuchtkraftklasse) um mindestens einen Faktor 25,
wie kiirzlich von Hersic ! gezeigt wurde. (Siehe auch
WavrLersTEIN, HERBIG und Conrr 2.)

Ferner zeigen sehr junge Sterne &hnlichen Spek-
traltyps, die sogenannten T-Tauri-Sterne, Lithium-
héufigkeiten, die um einen Faktor der GroBenord-
nung 100 iiber derjenigen der Sonne liegen. (Siehe
Hezsic 2, Bonsack und GREENSTEIN 4 5, deren Arbei-
ten auf eine frithere Untersuchung von Huncer ©
zuriickgehen.)

Diese beiden Entdeckungen gehoren zu den inter-
essantesten Ergebnissen der Sternspektroskopie der
letzten Jahre, insbesondere weil sich — auf Grund der
bekannten Tatsache, daB Li® bzw. Li? bereits bei
2,0-108 °K bzw. 2,4-108 °K durch (p,a)-Reaktionen
im Laufe eines ,,typischen kosmischen Zeitintervalls“
(5-107 Jahre) zerstort werden”® — gleich eine
Reihe von Interpretationsmoglichkeiten aufdringen.
So wurde z.B. von Hersic! einerseits und von
Weymany und Sears? andererseits die Moglichkeit
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diskutiert, daf} eine in einer sehr frithen Phase der
Sternentwicklung erzeugte hohe Lithiumhaufigkeit
durch eine hinreichend langsame Durchmischung
der duBleren sichtbaren Schichten des Sternes mit
Schichten hinreichend hoher Temperatur abgebaut
wird. Falls diese Hypothese richtig ist, so wiren
die Haufigkeitsunterschiede des Lithium in Ster-
nen gleichen Spektraltyps und gleicher Leucht-
kraftklasse auf Altersunterschiede zuriickzufithren.
(Bekanntlich dndern die Hauptsequenz-Sterne ihre
Position im Herrzsprune-RusseLi-Diagramm iiber
lange Zeitrdume nur sehr wenig, so dafl man das
Alter eines solchen Sternes nicht in einfacher Weise
erkennen kann.) Daher ergibt sich sofort die Frage
nach der Korrelation zwischen dem Alter eines Ob-
jektes und seiner Lithium-Haufigkeit! 219, Diese
Frage konnte bisher nur insofern teilweise beant-
wortet werden, als die Beobachtungen nicht im
Widerspruch zur Annahme einer Korrelation zwi-
schen Lithium-Héufigkeit und Alter stehen (manche
Tatsachen, wie die hohen Li-Haufigkeiten der T-
Tauri-Sterne und die geringe Li-Haufigkeit in der
Sonne scheinen sogar sehr gut zu dieser Annahme
zu passen), andererseits reichen die Beobachtungen

6 K. Huncer, Astron. J. 62, 294 [1957].
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jedoch noch nicht aus, um das Vorhandensein einer
solchen Korrelation wirklich zu beweisen. (Siehe
HerBic !, WaLLersTEIN 10,) Relativ sicher ist, daf
Hauptsequenzsterne von Sternhaufen (z. B. den
Hyaden, siche WaLLersteN, HerBiG und Conrr 2)
auflerdem eine Korrelation zwischen Spektraltyp und
Li-Haufigkeit zeigen, die im wesentlichen als Folge
der unterschiedlichen Durchmischung von Sternen
verschiedener Masse in ihren frithen Entwicklungs-
phasen verstanden werden kann (siche Bobex-
HEIMER 1),

Es scheint jedoch, dal} eines der interessantesten
astrophysikalischen Probleme nach wie vor die Frage
nach einer Korrelation zwischen Alter und Li-Haufig-
keit fiir Sterne mit sonst gleichartigen Eigenschaften
(also auch gleicher Masse) ist. Der Zweck dieser
Arbeit ist es, einige Bemerkungen iiber dieses Pro-
blem zu machen. Zunédchst wollen wir jedoch im
folgenden Abschnitt kurz die wichtigsten Beobach-

tungsergebnisse zusammenfassen.

Die wichtigsten Beobachtungsergebnisse und
einige einfache Folgerungen

Lithium ist in Sternen bisher nur in Form einer
einzigen Linie, nimlich der Resonanzlinie bei 6707 A
des neutralen Li nachgewiesen worden, obwohl in
einigen Lithium-reichen Objekten die Linien 3232 A
und 6103 A gerade an der Grenze der Nachweisbar-
keit! liegen sollten. Auf der Sonne liegt in Flecken
(in denen auf Grund der niedrigen Temperatur
Lithium weniger stark ionisiert ist als auf der
Sonnenscheibe) die Linie 6103 A ebenfalls gerade
an der Grenze der Nachweisbarkeit (ScamanL und
ScuroTER 12). Infolgedessen beruhen praktisch alle
Methoden zur Bestimmung der Gesamthaufigkeit von
Li auf der Messung der Aquivalentbreite von 1 6707.
Auf diese Art koénnen nur Li-Héaufigkeiten in Ster-
nen vom Typ F5 und spater bestimmt werden. In
allen heifleren Sternen ist das Li zu weitgehend
ionisiert. Bei der Linie 6707 A handelt es sich be-
kanntlich in Wirklichkeit um ein Dublett mit den
Einzellinien des Li? bei 6707,761 A und 6707,912 A
und den Linien des Li® bei 6707,921 A und
6708,072 A, wobei die kurzwellige Komponente
jeweils die doppelte Intensitit der langwelligeren
hat. Man kann versuchen, unter Benutzung der

11 P. BopexHEIMER, Astrophys. J. 142, 451 [1965].
12 G.Scumant u. E. H. Scuréter, Z. Astrophys. 62,143 [1965].
13 G. H. Hersic, Astrophys. J. 140, 702 [1964].
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relativ groBen Isotopenaufspaltung empirische In-
formationen iber das Isotopenverhiltnis Li%/Li? zu
gewinnen, indem man entweder die ,,Schwerpunkts-
wellenldnge“ des ,,Blends® aus den oben erwihnten
vier Linien mifit (Hersic 13, WALLERSTEIN 14, MER-
cHANT, BopENHEIMER und WALLERSTEIN 15) oder in-
dem man das Linienprofil des Blends im Detail
studiert. (Siehe z.B. ScumanL und ScHROTER 12.)
HerBic ! und WaLLerstElN, HerBic und Contr?2
haben aus der Linie Lil 6707 A und einer Reihe
von Ca-Linien das Verhaltnis
. Li}*/{Ca}*

[Li/Ca] = log __m{{m}} "/ /{{ch}e (1)
hergeleitet, wobei {Li} bzw. {Ca} die Haufigkeiten
des Li bzw. Ca darstellen, und * bzw. © Stern
bzw. Sonne bedeuten.

Solche Messungen wurden fiir etwa 100 (Haupt-
sequenz-) Feldsterne der Spektraltypen F5 — G 8
(Effektivtemperaturen 6500 °K bis 5000 °K) sowie
fir 23 Sterne im Sternhaufen Hyaden durchgefiihrt.

Es zeigt sich, daf} bei einer Gruppe von Sternen
ungefdhr gleichen Alters (wie bei den Hyaden) eine
Korrelation zwischen der Farbe eines Sterns (oder
seinem Spektraltyp) und seiner Lithium-Haufigkeit
besteht, und zwar in der Weise, wie das schematisch
in Abb. 1 dargestellt ist. Bei (B—V) = + 0,65, ent-
sprechend einem T =~ 5600 °K, findet man einen
relativ abrupten Ubergang von (im Mittel gesehen)
hohen zu niedrigen Lithiumhaufigkeiten. Dieser
Effekt kann, wie bereits erwdhnt, im Prinzip auf
Grund der Resultate der Rechnungen von BobEx-
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Abb. 1. Das logarithmische Verhiltnis [Li/Ca] (siehe Gl. 1)
fiir die Hyaden als Funktion der Farbe (B—V) in schemati-
sierter Darstellung. (Nach den Beobachtungen von WALLER-
steiN, Hersic und Contr 2.) Die Breite des schraffierten Gebie-
tes kennzcichnet den Streubereich der Lithiumhaufigkeit.

14 G. WaLLersTEIN, Astrophys. J. 141, 311 [1965].
15 A. E. Mercuast, P. BopenseEiMER u. G. WALLERSTEIN, Astro-
phys. J. 142, 790 [1965].
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HEIMER 1) verstanden werden: Bei masseidrmeren
Sternen (diese haben auf der Hauptsequenz die
relativ niedrigeren Effektivtemperaturen bzw. ein
groleres B—V) liegt die untere Begrenzung der
duBeren Konvektionszone in der spiteren Gravi-
tationskontraktionsphase des Sternes so tief, daf} —
infolge der raschen Durchmischung der &uferen
Schichten mit den hinreichend heilen, tiefen Schich-
ten — Li® und Li’ durch (p,2)-Reaktionen vollig
zerstort werden.

Betrachtet man die Lithiumhéufigkeiten in den
(Hauptsequenz-) Feldsternen (siehe Abb. 2), so findet
man hier keinen so scharfen Ubergang beim Spek-
traltyp G 3 (das wiirde etwa dem oben angegebenen
B-V von +0,65 entsprechen), obwohl eine gewisse
Tendenz zu einem solchen Verhalten durchaus zu
erkennen ist. Auffallend ist in Abb. 2 eher die auller-
ordentlich starke Streuung der Lithiumh&ufigkeiten
fiir einen angegebenen Spektraltyp. Tatsachlich ist
diese Streuung noch stdrker als es auf den ersten
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Abb. 2. Das logarithmische Verhiltnis [Li/Ca] [siehe Gl. (1)]

fiir 91 (Feld-) Hauptsequenzsterne als Funktion des Spektral-

typs nach Hersic !. Kreise mit nach unten gerichteten Pfeilen

kennzeichnen obere Grenzen fiir [Li/Ca] in dem betreffenden
Stern.

Blick erscheint, da die allermeisten der niedrigen
[Li/Ca]l-Werte nur obere Grenzen darstellen. Diese
Streuung konnte nach Hersic! dadurch erklirt
werden, dal die Sterne mit hoherer Li-Haufigkeit
ein kleineres Alter als solche niedriger Li-Haufigkeit
haben. (Fiir diese Erklarung sprechen auch andere
Argumente, siehe Einleitung.) Da jedoch die Li-
Haufigkeiten einen weiten Bereich von Werten mehr
oder weniger gleichmifig iiberdecken, ist diese Er-
klirung nur moglich, wenn die Zerstorung des Li
hinreichend langsam erfolgt (es ist eine Zeitskala
der GroBenordnung 10° Jahre erforderlich). Ein
solcher Mechanismus wire eine hinreichend lang-

1109

same Durchmischung der aufleren beobachtbaren
Schichten und tiefer, hinreichend heiBer Regionen.
Wie Hersic betont hat, ist diese Interpretation je-
doch nicht ganz frei von Schwierigkeiten: Bei einer
statistischen Priifung des Zusammenhanges zwischen
Li-Haufigkeit und Alter stellt sich heraus, dafl es
entweder in Sonnenumgebung zu wenige Sterne mit
geringer Li-Haufigkeit gibt, oder daf} die Sonne fiir
ihr Alter zu wenig Lithium enthélt. In diesem Zu-
sammenhang schwer verstindlich ist auch die Ent-
deckung von Torres-PemMBert, WALLERSTEIN und
Purviips 16, daB Kohlenstoffsterne eine hohe Lithium-
haufigkeit haben. Nach bisherigen Ideen handelt es
sich bei Kohlenstoffsternen um Objekte in sehr fort-
geschrittenen Entwicklungsphasen, in denen das Li
langst infolge der Durchmischung duferer und tiefer-
liegender Schichten durch tiefgehende Konvektions-
zonen zerstort sein sollte. Diese Schwierigkeiten bei
der Interpretation der Li-Héaufigkeiten in einigen
Sternen erscheinen jedoch nicht ausreichend, um die
Vorstellung von der Korrelation zwischen Alter und
Li-Haufigkeit wirklich zu widerlegen. Es gibt zu
viele Beobachtungen, die diese Hypothese stiitzen 1.
AuBlerdem ist es die einzige Hypothese, die bisher
erlaubt hat, gewisse Ordnungsprinzipien auf die Be-
obachtungen anzuwenden.

Wie oben erwéhnt, kann man im Prinzip auch
das Isotopenverhiltnis von Li® zu Li’ in Stern-
atmosphédren bestimmen. Die von Hersic durchge-
fithrte Untersuchung dieses Verhaltnisses in 15 Feld-
sternen vom Spektraltyp F5V -G8V zeigt, da} in
den untersuchten Fillen dieses Verhiltnis zwischen
0 und etwa 0,6 liegt. Offensichtlich besteht keine
klare Korrelation zwischen dem Isotopenverhiltnis
und der Gesamthaufigkeit des Li in einem Stern. Es
ist moglich, dal es im wesentlichen zwei nahezu
diskrete Gruppen von Sternen gibt, ndmlich eine mit
einem Verhiltnis {Li®}/{Li’} von etwa null und
eine andere mit {Li®}/{Li’} ~ 0,5. Der Umfang
des statistischen Materials sowie die derzeit erziel-
bare Genauigkeit bei der Messung des Isotopen-
verhaltnisses reichen jedoch noch nicht aus, um diese
Frage wirklich zu entscheiden. Die Tatsache, da}
keine klar erkennbare Korrelation zwischen Iso-
topenverhaltnis und Gesamthédufigkeit des Li vor-
handen ist, widerspricht nicht notwendigerweise der
Hersieschen Hypothese iber den Zusammenhang
zwischen der Lithiumhéufigkeit und dem Alter (bzw.

J. G. PaiiLips,

18 S, Torres-PeiMBert, G. WALLERSTEIN u.

Astrophys. J. 140, 1313 [1964].
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der Entwicklungsphase) des Sternes. Reicht z. B. ein
hinreichend langsamer Durchmischungsvorgang bis
in Regionen mit Temperaturen, die erheblich hoher
als 2,4-10° °K sind, so werden sowohl Li® als auch
Li? praktisch augenblicklich in der betreffenden
Region zerstort, jedoch kann die grofle Zeitskala
der Durchmischung dazu fithren, dafl in den be-
obachteten Schichten noch ein Bruchteil von Materie
vorhanden ist, der noch nie in Schichten war, die so
hei sind, daB entweder Li® oder Li? verbrannt
werden kann.

Auf eine tiberraschende Schwierigkeit fithrte ande-
rerseits die Beobachtung des Isotopenverhiltnisses
{Li®}/{Li’} in den beiden Hyadensternen 45 Tauri
[(B—=V)=0,36] und HD 27808 [ (B—-V) =0,52]
durch MEercuANT, BopENHEIMER und WALLERSTEIN 15,
Diese Autoren finden fiir beide Sterne ein Haufig-
keitsverhaltnis {Li®}/({Li®} + {Li"}) ~ 0. Wie er-
wahnt, scheint die generelle Abhéngigkeit der ge-
samten Lithiumh&ufigkeit von der Farbe (B—V)
auf Grund der Theorie von BopENHEIMER !! verstidnd-
lich. Andererseits miiflite aber fiir einen Stern wie
45 Tauri mit (B—V) =0,36 nach dieser Theorie
(die natiirlich an wesentlicher Stelle vom heutigen
Stand der Konvektionstheorie abhingt) das Verhalt-
nis {Li®}/({Li®} +{Li’}) noch wie bei der Ent-
stehung (Bernas, GrapszrasN, Reeves und ScHarz-
MaN 17) etwa 0,3 sein. (Siehe auch Bernas, EPHERRE,
GrapszrasN, Krarisca und Yriou18)) Fiir einen
Stern mit (B—V) =0,36 sollte namlich nach der
Bopenueiverschen Theorie im Laufe der Entwick-
lung bis zur Hauptsequenz weder das urspriingliche
Li? noch Li® zerstort worden sein. Dieses Problem
konnte bisher noch nicht in befriedigender Weise
geklart werden.

Zusammenfassend 1aft sich feststellen:

1. Die z. Zt. sinnvollste Hypothese zur Deutung
der beobachteten Gesamthiufigkeiten {Li7} + {Li®}
in Sternen sieht etwa folgendermalflen aus:

a) In einer sehr frithen Phase der Gravitations-
kontraktion (hochstwahrscheinlich vor der T-Tauri-
Phase) wird das Li zusammen mit Beryllium und
Bor durch Protonenbeschuf leichter Kerne (wie von
Bernas, Grapszrasn, REeves und Scuatzman 17 vor-
geschlagen) gebildet.

17 R. Bernas, E. Grapszrasn, H. Reeves u. E. Scaarzman, On
the Nucleosynthesis of Lithium, Beryllium and Boron,
Preprint 1966.

18 R. Bernas, E. Epuerre, E. Grapszrasn, R. Krarisca u. F.
Yiou, Phys. Letters 15, 147 [1965].
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b) Wahrend der spéteren Gravitationskontraktions-
phasen wird in den hinreichend massearmen Sternen
auf Grund einer tiefen dulleren Konvektionszone
praktisch die gesamte beobachtbare Materie mit hin-
reichend heilen Schichten durchmischt.

¢) Wihrend der Hauptsequenzphase erfolgt fiir
etwas massereichere Sterne eine weitere, jedoch (im
Gegensatz zu b) sehr langsame Durchmischung, die
zu einem Abbau des Lithium mit einer Zeitskala
von etwa 107 Jahren fiihrt. Man kann zeigen, daB
es sich bei dieser Zeitskala aller Wahrscheinlichkeit
nach wirklich um eine Durchmischungszeitskala und
nicht um die Zeitskala der (p,)-Reaktionen selbst,
die das Li zerstoren, handeln kann. Der Grund ist,
daf} die entsprechenden Reaktionsraten so tempera-
turempfindlich sind, da man sonst einen sehr
abrupten Ubergang zwischen Sternen mit hohem
und mit verschwindend kleinem Lithiumgehalt er-
warten sollte. Diese Annahme wird aulerdem durch
die Tatsache gestiitzt, dal es Sterne mit relativ
kleinem Li-Gehalt gibt, die noch ihr ,,urspriingliches
Verhiltnis {Li®}/{Li"} zeigen.

2. Nach den bisherigen Untersuchungen zeigt das
beobachtete Haufigkeitsverhaltnis der Isotopen Li6
und Li7 keine Korrelation mit irgendwelchen typi-
schen Parametern der betreffenden Sterne. Es ist
daher z. Zt. im allgemeinen noch nicht maéglich, die
in diesen Messungen enthaltenen Informationen aus-
zunutzen.

Durchmischung mit langsamer Zeitskala infolge
Eindringens von Konvektion (,,overshooting®)

in die stabile Schicht

Die im vorigen Abschnitt unter 1c) aufgefiihrte
(auf Hersic ! zuriickgehende) Forderung eines Durch-
mischungsvorganges sehr grofer Zeitskala (=~ 10°
Jahre) ist nicht ganz leicht zu erfiillen. (Siehe auch
WevmMaNN und Sears®.) Die typische Zeitdauer der
Durchmischung der Konvektionszone eines sonnen-
dhnlichen Sternes betrigt einige Monate, ist also
auBerordentlich kurz, verglichen mit der Zeitskala
von 10° Jahren %, Es hilft uns daher nicht weiter,
wenn man einfach annimmt, daBl eine verbesserte

19 Bis jetzt nahm man an, daB die untere Begrenzung der
duBeren Konvektionszone in einem G 2-Stern bei einer
Temperatur von etwa (hochstens) 1,9-108 °K liegt . Siehe
jedoch die weiter unten diskutierten neuen Modellrech-
nungen.
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Theorie der thermischen Konvektionszonen zu einer
groBeren Dicke dieser Zonen fiihren wiirde. (Eine
solche Vermutung ist bei dem heutigen, relativ un-
befriedigenden Stand der Konvektionstheorie durch-
aus denkbar.) Die Durchmischungszeiten dieser
dickeren Konvektionszonen wiren wieder von der
gleichen GroBenordnung wie die charakteristischen
Zeiten fiir die bisher untersuchten Konvektionszonen.
Bisher sind nun zwei Effekte diskutiert worden, die
moglicherweise wirklich auf eine lange Zeitskala
der Durchmischung fithren, nidmlich1) ,overshoot-
ing“20. 21 ynd 2) Massenverlust von Sternen, die
eine ausgedehnte &duflere Konvektionszone haben.
Bei dem zweiten Effekt, der ausfiihrlich von WeymManx
und Sears ? diskutiert wurde, wird die lange Durch-
mischungszeitskala nur simuliert. Weymany und
Sears haben selbst darauf hingewiesen, dal der
durch das Studium der Sonne bekannte Massen-
verlust eines typischen G-Hauptsequenzsternes quan-
titativ bei weitem nicht ausreicht, um mit Hilfe
dieses Effektes zu einer beobachtbaren Anderung der
Li-Haufigkeit zu kommen.

Wir wollen uns im folgenden nur mit dem ,over-
shooting® befassen. Dabei handelt es sich, anschau-
lich gesprochen, um folgendes: Stellt man sich die
Konvektion vor als ein Konglomerat und relativ
heiBen (infolge ihres Auftriebs aufsteigenden) und
kiihlen (infolge ihres negativen Auftriebs absteigen-
den) Gasballen, so ist es durchaus denkbar, daf}
einige der heiflen aufsteigenden Gasballen die obere
Grenze der Konvektionszone mit einem Temperatur-
UberschuB erreichen und dementsprechend infolge
ihres Auftriebs noch ein Stiick weit in die dariiber-
liegende stabile Zone eindringen, bis ihre Tempera-
tur der Umgebungstemperatur entspricht 22. Ganz
entsprechend konnen im Prinzip auch absteigende
Gasballen iiber die untere Begrenzung hinaus in die
darunterliegende Strahlungsgleichgewichtszone ein-
dringen 23. Man sieht nun sofort folgendes: Auf
Grund der Tatsache, dal die Durchmischungszeit
der Konvektionszone selbst und die zur Interpreta-
tion der Beobachtungen geforderte Mischungszeit-
skala (= 10° Jahre) etwa im Verhiltnis 1010 zu-

20 K. H. Bouwm, Astrophys. J. 138, 297 [1963].

21 X, H. Béam, The Outer Solar Convection Zone, Proc.
I.A.U.-LU.T.A.M. Sympos. Aerodynamic Phenomena in
Stellar Atmospheres, Nice 1965 (im Druck), siehe in die-
sem Zusammenhang auch W. C. Sastaw u. M. Scawarz-
scuiLp, Astrophys. J. 142, 1468 [1965].

22 Eine solche Modellvorstellung wurde diskutiert von: E.
VirensE, Z. Astrophys. 32, 135 [1953].
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einander stehen, wiirde es schon ausreichen, wenn
das ,,overshooting“ entweder mit einer auflerordent-
lich geringen Stromungsgeschwindigkeit vonstatten
ginge, oder wenn es nur aullerordentlich selten vor-
kdame, dall ein Gasballen, der zufélligerweise einen
relativ grolen ,, Temperaturunterschuf3“ hat, relativ
weit nach unten in die stabile Zone eindringt.

Bei einem ersten Versuch, quantitative Aussagen
iiber das ,Eindringen“ von Konvektion in die
Schichten unterhalb der instabilen Zone zu er-
halten, gingen wir vom linearisierten Konvektions-
problem 20: 24 aus. Dabei werden die Bewegungs-
gleichung unter Beriicksichtigung des Schwerefeldes

oy — —gradp+og (2)

(0 = Dichte, v = Strémungsgeschwindigkeit, p =
Druck, g = Schwerebeschleunigung, d/d¢ = substan-
tielle Ableitung), die Kontinuititsgleichung fiir ein
kompressibles Medium und die Energiegleichung

[ dE d1/o) | _ 3
°\ar + & a | div Hy; (3)

(E =innere Energie pro Gramm Materie, Hg, =
Strahlungsstrom) in folgender Weise linearisiert;
Man untersucht kleine Stérungen einer mittleren
Schichtung der Konvektionszone. Diese mittlere
Schichtung sei vorher etwa mit Hilfe der Mischungs-
wegtheorie berechnet worden. Dann sind alle Koeffi-
zienten in dem linearisierten Problem im voraus
(aus der bekannten mittleren Schichtung) zu berech-
nen. Man erhilt ein System von partiellen Differen-
tialgleichungen 4. Ordnung, das z.B. fiir die verti-
kale Geschwindigkeit w Losungen von der Form 23
zulaft:

w(z,y,z,t) =w* (z) exp{nt +i(k,z+k,y)} (4)

(z = vertikale Koordinate) .

Einsetzen von (4) in die linearisierte Form der
Gln. (2), (3) und der Kontinuitétsgleichung liefert
dann ein gewohnliches Differentialgleichungssystem
fir die z-abhidngigen Anteile aller Stérungsfunk-
tionen (z.B. Geschwindigkeits-, Druck- und Tempe-
ratur-Storungen), das durch Randbedingungen zu

23 Konvektives ,overshooting® ist ein in der Meteorologie
durchaus bekanntes Phanomen. Siehe z. B. die zusammen-
fassende Darstellung: D. W. Moore, Penetrative Convec-
tion, in Proc. I.A.U.-ILU.T.A.M. Sympos. Aerodynamic
Phenomena in Stellar Atmospheres, Nice 1965 (im Druck).

24 K. H. Bonm, Astrophys. J. 137, 881 [1963] ; auch Sastaw
und ScuwarzscHiLD 2! verfahren in analoger Weise.

25 Siehe z. B.: S. Cranprasexuar, Hydrodynamic and Hydro-
magnetic Stability, Oxford University Press, London 1961.
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erginzen ist. Fiir angegebene k£, und k, steht noch
das n (die zeitliche Anwachsrate der Storungen) als
zu bestimmender Eigenwert in den Gleichungen.

Im Rahmen dieser linearisierten Theorie ist es
nun relativ einfach, das ,,overshooting* zu studieren:
Bei den meisten Untersuchungen wurden die Rand-
bedingungen an der oberen und der unteren Grenze
der Konvektionszone auferlegt. Dadurch wird z. B.
die vertikale Geschwindigkeit w an der Grenze der
Konvektionszone kiinstlich auf den Wert null her-
unterdriickt. Schlieft man andererseits die unter
der eigentlichen Konvektionszone liegende Strah-
lungsgleichgewichtszone mit in das Studium der
linearisierten Konvektionstheorie ein, indem man
die Randbedingungen erst in hinreichend weitem
Abstand unterhalb der unteren Grenze der Konvek-
tionszone auferlegt, so werden die Losungen von
den unteren Randbedingungen weitgehend unab-
hingig. Die Strémungsgeschwindigkeit wird in die-
sem Falle unterhalb der unteren Grenze der Kon-
vektionszone rasch abnehmen, weil die Strémung
nun in ein Gebiet mit unteradiabatischem Tempera-
turgradienten eindringt und Arbeit gegen die Auf-
triebskréafte leisten muf.

In Abb. 3 sind die Ergebnisse solcher Rechnungen
dargestellt, wobei das Verfahren noch weiter da-

K.-H. BOHM

durch vereinfacht ist, daB der Term div H, in
Gl. (3) vernachldssigt wurde. Es zeigt sich zunichst,
dal nur die sogenannten ,fundamental modes“
(Stromungsformen, bei denen die vertikale Ge-
schwindigkeit w innerhalb der Konvektionszone
keine Nullstelle hat) starkes ,,overshooting® zeigen,
und zwar nur dann, wenn ihre horizontale Wellen-

zahl
K=(k2+k>2)" (5)

nicht grofler als d™! ist, wobei d die Dicke der
Konvektionszone ist. Abb. 3 zeigt die Tiefenabhén-
gigkeit der w fiir solche ,,modes“. Die Rechnungen
beziehen sich auf ein Konvektionszonenmodell mit
einer Dicke d =~ 63 000 km (sieche Béum-ViTENSE 26),
wie es bis vor einigen Jahren akzeptiert wurde. In-
zwischen wissen wir, daf} die Dicke der Konvektions-
zone wahrscheinlich erheblich gréfler ist (s. u.). Das
andert jedoch wahrscheinlich die Resultate nicht in
qualitativer Weise. Man sieht an Hand von Abb. 3,
daf} die Geschwindigkeiten fiir ,,fundamental modes*
mit groflen horizontalen Wellenldngen zwar unter-
halb der unteren Konvektionszonengrenze (gekenn-
zeichnet durch die vertikale ausgezogene Linie) sehr
rasch abnehmen, dafl aber w bei etwa 100 000 km
andererseits durchaus noch so grof} ist, dafl eine
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Abb. 3. Der Verlauf der vertikalen Stromungsgeschwin-
digkeit w (in willkiirlichen Einheiten) als Funktion
der vertikalen Koordinate z fiir die ,fundamental
modes“ (siche Text) mit horizontalen Wellenldngen
von 10% km (4,), 5:10°km (4,),
————25-10* km (4,), fiir ein Modell mit einer
Dicke der Konvektionszone von 6,310 km. Die ver-
tikale Gerade stellt die untere Begrenzung der Kon-
vektionszone dar. Die Stromung jenseits dieser Linie
ist das ,overshooting®.
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Abb. 4. Die Tiefenabhiingigkeit der spezifischen Entropie (S/k N) fiir

die Modell

e
] e .

der solaren Konvektionszone (siche Text). Die horizontalen Geraden

stellen das

mogliche ,,overshooting® zu einem Punkt mit 7=2,4-10% °K

schematisch dar. Die Tiefe z ist von der oberen Begrenzung der Konvek-

tionszone gezéhlt.

26 E. Boum-Virensg, Z. Astrophys. 46, 108 [1958].
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Durchmischung in relativ kurzen Zeitskalen erfolgen
konnte.

Die Tatsache, daB nur die ,,fundamental mode®,
eine Stromungsform, welche durch die ganze Kon-
vektionszone geht, ,,overshooting zeigt, 1aBt sich in
grober Weise folgendermaflen verstehen: Wir gehen
zuriick zu dem oben skizzierten einfachen Bild der
auf- und absteigenden Gasballen. In Abb. 4 ist nun
die mittlere Tiefenabhingigkeit der spezifischen
Entropie fiir zwei neue Modelle (s. u.) der solaren
Konvektionszone dargestellt. Gebiete, die gegen Kon-
vektion stabil sind, zeigen eine Abnahme der mitt-
leren Entropie mit der Tiefe. Ein einzelnes ,,Kon-
vektionselement“ (Gasballen) erhalt den groBtmog-
lichen Dichteunterschied gegeniiber seiner Umgebung
(und kann damit am weitesten auf- oder absteigen),
wenn es sich adiabatisch (also entlang einer Hori-
zontalen im Entropiediagramm) bewegt. Anderer-
seits darf die Horizontale im allgemeinen fiir ein
absteigendes Element nicht iiber der mittleren Entro-
piekurve liegen, da das Element sonst Arbeit gegen
die Aufiriebskrifte leisten mufl und rasch abge-
bremst wird. — Die Horizontalen in Abb. 4 sind so
gelegt, dal} sie gerade die fiir die Li’-Verbrennung
kritische Temperatur von 2,4-10° °K erreichen. Man
sieht sofort, dal} ein Gasballen, wenn er iiberhaupt
diese Region erreichen soll, sich bereits in den
hochsten Schichten der Konvektionszone aus seiner
Umgebung herausgelost haben mufl. Mit anderen
Worten, er muf} praktisch die gesamte Konvektions-
zone durchlaufen haben, um relativ starkes ,,over-
shooting® zu zeigen. Das entspricht qualitativ dem
Ergebnis der linearisierten Rechnung.

Was bedeuten die Resultate einer linearisierten
Theorie nun fiir das ,,overshooting® einer (,,turbu-
lenten“) Konvektionszone mit hoher RavLEicu-Zahl?
Man kann hier entweder den radikalen Standpunkt
einnehmen, dafl die Ergebnisse der linearisierten
Rechnungen iiberhaupt nur sehr wenig mit der
Wirklichkeit zu tun haben??, oder man kann —
weniger radikal — folgendermallen argumentieren:
Die oben erwihnten Rechnungen sagen bestenfalls
aus, daf} einige ,,modes“, d. h. einige Fourierkompo-
nenten im turbulenten Konvektionsspektrum, relativ
27 Dieser Gesichtspunkt wére z. B. dann gerechtfertigt,

wenn die konvektiven ,,modes®, sobald sie die Begrenzung

der Konvektionszone erreichen, infolge nichtlinearer Ef-
fekte praktisch ihre gesamte Energie verbrauchen, um

Schwerewellen zu erzeugen. Siehe dazu z. B. A. A. Towx-

sexp, J. Fluid Mech. 24, 307 [1966].

28 A. UnsoLp, Physik der Sternatmosphiren, 2. Aufl., Sprin-
ger-Verlag, Berlin 1955.
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starkes ,,overshooting® zeigen. Fiir die Beantwortung
der Frage, ob das ,,overshooting® wirklich insgesamt
wichtig ist, miflte man nun wissen, in welchem
Mafle die Fourierkomponenten mit starkem ,,over-
shooting® im Spektrum der turbulenten Konvektion
vorkommen. Da es sich bei diesen Komponenten
um Stromungsformen handelt, welche die ganze Kon-
vektionszone (also 100 oder mehr Aquivalenthchen)
iberdecken, werden sie wahrscheinlich im Spektrum
nur relativ schwach vertreten sein. Das ,,overshoot-
ing“ wird also sehr viel schwécher sein, als es nach
dem Aussehen der Geschwindigkeitsprofile fiir einige
ausgewdhlte ,,modes“ (Abb. 3) erscheint. Immerhin
kann man einige Plausibilititsargumente dafiir an-
geben, dal} eigentlich die Fourierkomponenten mit
starkem ,,overshooting® im Spektrum eine gewisse
Rolle spielen sollten 20.

Eine ganz wesentliche Frage, die wir noch nicht
diskutiert haben, ist nun die: Wie dick ist die
eigentliche Konvektionszone und ein wie starkes
»overshooting” wird dementsprechend gebraucht?
Zur Berechnung der Dicke der Konvektionszone
steht bisher nur die Mischungswegtheorie zur Ver-
fligung 2! 22 26, 28_Eine griindliche Diskussion dieser
Theorie vom Standpunkt des Hydrodynamikers hat
Kraicunan 29 durchgefiihrt. Es hat sich nun ergeben,
dall sowohl alle (kleineren) Modifikationen, die im
Laufe der letzten Jahre an dieser Theorie vorgenom-
men wurden, als auch die Revision der in der Theorie
eingehenden physikalischen Parameter zu einer Ver-
groBerung der Dicke der Konvektionszonen fiihrten.
Insbesondere ist in diesem Zusammenhang zu er-
wihnen, dal nach Untersuchungen von Cox und
Mitarbeitern 3% 31: 32 dje Beriicksichtigung der Linien-
absorption zu einer erheblichen Erhchung der Opazi-
tit insbesondere im Temperaturbereich 5-10* °K
< T <2-108°K fiihrt. Diese Anderung gibt AnlaB
zu einer Erhohung des Strahlungsgleichgewichts-
gradienten der Temperatur und damit zu einer Zu-
nahme der Dicke der Konvektionszone. Dieser Effekt
wurde bereits in den Rechnungen von WeymanN und
Sears ? beriicksichtigt. Nach den Ergebnissen dieser
Autoren schien es, daf} trotz der Beriicksichtigung
der Coxschen Opazitit die untere Begrenzung der
29 R. Kraicunax, Phys. Fluids 5, 1374 [1962].

30 A. N. Cox, J. N. Stewart u. D. D. Emers, Astrophys. J.

Suppl. XI, 1 [1965].

31 A. N. Cox u. J. N. Stewart, Astrophys. J. Suppl. XI, 22

[1965].

32 A. N. Cox, Stellar Absorption Coefficients and Opacities,

in Stellar Structure (Hrsgb. L. H. Arter and D. McLavch-
LiN), University of Chicago Press, Chicago 1965.
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Konvektionszone der Sonne keinesfalls tiefer als bei
1,910 °K liegen kénnte.

Wir haben nun im Rahmen der Mischungsweg-
theorie einige neue Modelle der solaren Konvektions-
zone berechnet33. Der eigentliche Ausgangspunkt
unserer Rechnungen war die Feststellung, daB
bei allen bisherigen Rechnungen (in denen der
Mischungsweg bekanntlich mit der Druck- oder der
Dichte-Aquivalenthshe identifiziert wurde) der Mi-
schungsweg in unmittelbarer Nédhe der Begrenzung
der Konvektionszone erheblich grofler wird als der
Abstand bis zu dieser Begrenzung. Dementsprechend
steckt gerade bei der Behandlung der ,thermischen
Grenzschicht* (auf die es in der Konvektionstheorie
wesentlich ankommt?®) in den bisherigen Rechnun-
gen eine gewisse Inkonsistenz. Es ist offensichtlich,
daB der Mischungsweg mit dem Abstand von der
Begrenzung gegen Null gehen muf} 34, Bei unseren
Rechnungen wurden im wesentlichen die ,,Standard“-
Gleichungen der Mischungswegtheorie mit einigen
leichten Modifikationen benutzt 26: 21 35,

K.-H. BOHM

(Verhiéltnis des Strahlungsverlustes zum Energie-
inhalt eines Gasballens, ausgedriickt durch die PecLET-
Zahl, Pec)

Peo > & S8l
16 oT3
(Definition der PrcLer-Zahl),

eepvT (1) (V=Y + 32 2T —oTi (9)

(Unabhingigkeit des Gesamtenergiestroms von der
Tiefe).

Dabei hat generell \/ die Bedeutung: (d1n 7/d In P).
Im einzelnen bezieht sich \/ auf die mittlere Schich-
tung, \/’ auf einen einzelnen auf- oder absteigenden
Gasballen, \/,4 ist der adiabatische Gradient. Ferner
sind v = mittlere vertikale Stromungsgeschwindigkeit,
g = Schwerebeschleunigung, H = lokale Aquivalent-
héhe (fir den Druck, ¢ = Dichte, ¢, = spezifische
Waérme bei konstantem Druck, » = Opazitit, | =
Mischungsweg. Die GroBe Q in (6) hat die Be-
deutung:

(8)

® _ g, . 6 e=1- ; gg (10)
1T T H (V-V)e, (6) { ist das mittlere Molekulargewicht.
(Bewegungsgleichung), Man beachte, daf} die obigen Gleichungen (insbeson-
V-V’ _ Pec ) dere Gl. 6) sich von der in der Astrophysik iiblichen
YV'~Nad 3 Standardform dadurch unterscheiden, daB hier iiber-
-~
2.4 //
7
- f
2.0~ :
18-
121
T x108 oK)
08
04t Abb. 5. Die Temperaturschichtung innerhalb der
| 2 X105 (km) Konvektionszone fiir die Modelle
b  p——— R ———
ao11 SO SO S S | S VRS ST DU SN (N SN S P TR | Die vertikalen Geraden kennzeichnen die jewei-
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33 Uber diese Rechnungen soll an anderer Stelle (Z. Astro-
phys.) ausfiihrlich berichtet werden.

34 Der Einwand, daf es sich hier ja nicht um eine starre Be-
grenzung handelt und daB das ,overshooting® gerade
zeige, dafl die Stromungen iiber die Grenze der Konvek-
tionszone hinausgehen, ist nicht ganz stichhaltig. Zwar
ist — wie erwdahnt — z. B. nach den Resultaten der lineari-

lige untere Grenze der Konvektionszone.

sierten Rechnungen ,,overshooting® durchaus moglich, je-
doch sind die dabei auftretenden Geschwindigkeiten erheb-
lich kleiner als innerhalb der Konvektionszone 27, Es ist da-
her sicher richtig, im Rahmen der Mischungswegtheorie die
Begrenzung der Konvektionszone ernst zu nehmen.

35 E. A. SpieceL, Astrophys. J. 138, 216 [1963].
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all [ anstatt (I/2) steht. Es zeigte sich nidmlich, da83
man andernfalls Konvektionszonen erhilt, die zu
diinn sind (es wird d~4-:10*km), um z. B. ein mit
den Beobachtungen vertrigliches Modell des inneren
Aufbaus der Sonne zuzulassen. Diese Tatsache er-
scheint auch durchaus plausibel, denn es ist — wie
oben erwahnt — ohne weiteres einzusehen, da3

1Lz (11)
(z= Abstand zur nichsten Grenze der Konvektions-
zone)

sein mul} (mit unserer Definition von ) ; es erscheint
jedoch nicht sinnvoll, zu verlangen, daf} die charakte-
ristische Lénge kleiner als (z/2) sein muB. Unsere
Wahl der Zahlenfaktoren in (6) stimmt mit der von
Kraicanan 29 iiberein. Wir haben zwei Modelle der
solaren Konvektionszone berechnet mit folgender
Annahme iiber den Mischungsweg:

l=zbiszuz=H = (RT/ug),vondortl=H (12)
(Modell 1),

(13)
(Modell 2).

Das Entropiediagramm fiir diese beiden Modelle
ist in Abb. 4 wiedergegeben, die Temperaturschich-
tung in Abb. 5. In Abb. 4 sind ebenfalls die horizon-
talen Geraden eingezeichnet, welche kennzeichnen,
wo ein Gasballen sich aus seiner Umgebung heraus-
gelost haben muf}, um beim ,overshooting® ein
Gebiet mit einer Temperatur von 2,4-10°°K zu
erreichen. Die wichtigsten Resultate sind:

Fiir Modell 1:
d=2,324-10km; T,=2,036-10° °K;
0;,=1,15-10"1gem™3;
py=2,870-108 dynem™2; zy—1,088-10%km;
Ty=1,618-10°K; ©7=2,79-10"%gcm™3.

l=z in der ganzen Konvektionszone
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Fiir Modell 2:

d=2,585-105km; T,—2,271-108°K;
0;,=1,85-10"1gcm™3;
p1=5,157-1083dynem™2; z7=1,392-103km;
Ty=1,736"10°K; 07=4,98-10"6gcm™3.

Dabei sind d = Dicke der Konvektionszone; T, 04,
p1 = Temperatur, Dichte, Druck an der unteren Grenze
der Konvektionszone; z, = Tiefe der Schicht (gezéhlt
von der oberen Begrenzung der Konvektionszone),
aus der sich ein Gasballen losen miifite, um im
wovershooting® 7' = 2,4-108 °K zu erreichen; T und
0o sind Temperatur und Dichte im Punkt z, .

Es ist klar, daBl es sehr schwierig, wenn nicht
unmaoglich ist, die Qualitdt von verschiedenen ,,Mi-
schungsweg-Modellen® gegeneinander abzuwigen. Es
wird daher auch nicht behauptet, dal die obigen
Modelle besser seien als andere. Wichtig scheint uns
nur, zu zeigen, dal im Rahmen verniinftiger An-
nahmen Konvektionszonenmodelle gefunden werden
konnen, bei denen an der unteren Grenze der kri-
tische Wert T = 2,4-10° °K zwar nicht erreicht wird,
die jedoch diesem Wert so nahe kommen, daf} ein
relativ geringfiigiges ,,overshooting® ausreicht, um
Schichten mit dieser kritischen Temperatur zu er-
reichen.

Die hier erwdhnten numerischen Rechnungen wur-
den auf der Rechenanlage Siemens 2002 der Universi-
tdit Heidelberg durchgefiihrt. Frdulein Eva Stickr hat
dazu ein hier urspriinglich geschriebenes Fortranpro-
gramm freundlicherweise in Algol iibersetzt und damit
eine Durchfiihrung dieser Rechnungen auf der 2002 er-
moglicht. Ich bin ihr dafiir zu groBem Dank verpflichtet.



